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Einführung - Produktionsnetzwerke

Ziele:

Mathematische Beschreibung (Modellierung) eines
Produktionsnetzwerkes
Modellierung/Implementierung von Selbststeuerungsmethoden
(Stabilitäts-) Analyse von selbststeuernden Produktionsnetzwerken
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Einführung - Mathematische Modellierung

Beschreibung durch gewöhnliche Differentialgleichungen (grob gesagt):

Zeitliche Änderung des Systems

ẋi (t) = fi (x1(t), . . . , xn(t), ui (t)) =
∑

Zufluss−
∑

Abfluss, i = 1, . . . , n.
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Einführung - Mathematische Modellierung

Zeitliche Änderung des Gesamtsystems:

ẋ = f (x , u) =

 f1(x1, . . . , xn, u1)
...

fn(x1, . . . , xn, un)

 , t ∈ R+. (1)
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Einführung - Selbststeuerung
Selbstanpassende Produktionsrate:

f̃i (xi (t)) := αi (1− exp (−xi (t))) , i = 1, . . . , 6,

wobei αi ∈ R+ konstant ist.
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Modellierung

ẋ1(t) = u(t) + 1
10000 f̃6(x6(t))− f̃1(x1(t)),

ẋ2(t) = b12 f̃1(x1(t))− f̃2(x2(t)),

ẋ3(t) = b13 f̃1(x1(t))− f̃3(x3(t)),

ẋ4(t) = b24 f̃2(x2(t)) + b34 f̃3(x3(t))− f̃4(x4(t)),

ẋ5(t) = b25 f̃2(x2(t)) + b35 f̃3(x3(t))− f̃5(x5(t)),

ẋ6(t) = f̃4(x4(t)) + f̃5(x5(t))− f̃6(x6(t)),∑
j bij = 1, i = 1, . . . , 6.
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Modellierung

Modellierung ohne Transportzeiten, mit Warteschlangenmethode:

b12(t) :=

α2
x2(t)

α2
x2(t) + α3

x3(t)

andere analog.

Zusammenfassung dieses Modellierungsansatzes:
Beschreibung durch ODE’s (kontinuierlich)
Selbststeuerung der Fabriken
Implementierung Warteschlangenmethode
Keine Berücksichtigung von Transportwegen/-zeiten
Beliebig veränderbar/erweiterbar
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Simulation
Wählen wir u ≡ 25, x0 = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T und

α1 = 25.1, α2 = 12.6, α3 = 12.6, α4 = 15.2, α5 = 10.1, α6 = 25.4
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„Time-delay systems“

ẋ(t) = f (x(t), x(t − τ), u),

Selbstanpassende Produktionsrate:

f̃i (xi (t)) := αi (1− exp(−xi (t))), i = 1, . . . , 6,

QLE: b12(t) :=
α2

x2(t−τ12)
α2

x2(t−τ12) +
α3

x3(t−τ12)

ẋ1(t) = u(t) + 1
10000 f̃6(x6(t − τ61))− f̃1(x1(t)),

ẋ2(t) = b12(t)f̃1(x1(t − τ12))− f̃2(x2(t)),

ẋ3(t) = b13(t)f̃1(x1(t − τ13))− f̃3(x3(t)),

ẋ4(t) = b24(t)f̃2(x2(t − τ24)) + b34(t)f̃3(x3(t − τ34))− f̃4(x4(t)),

ẋ5(t) = b25(t)f̃2(x2(t − τ25)) + b35(t)f̃3(x3(t − τ35))− f̃5(x5(t)),

ẋ6(t) = f̃4(x4(t − τ46)) + f̃5(x5(t − τ56))− f̃6(x6(t)).

10 / 29Einführung TDS Hybride Systeme Stabilitätsanalyse Zusammenfassung

http://www.math.uni-bremen.de/zetem
http://www.uni-bremen.de


Zentrum für
Technomathematik

„Time-delay systems“
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ẋ3(t) = b13(t)f̃1(x1(t − τ13))− f̃3(x3(t)),
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„Time-delay systems“ - Simulation
Wählen wir u ≡ 25, τ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T , ξ ≡ (2, 5, 4, 3, 5, 4)T

und

α1 = 25.1, α2 = 12.6, α3 = 12.6, α4 = 15.2, α5 = 10.1, α6 = 25.4
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„Time-delay systems“ - Simulation
Wählen wir u ≡ 25, τ = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)T , ξ ≡ (2, 5, 4, 3, 5, 4)T

und

α1 = 25.1, α2 = 12.6, α3 = 12.6, α4 = 15.2, α5 = 10.1, α6 = 25.4
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„Time-delay systems“ - Simulation
Wählen wir u ≡ 25, τ = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)T , ξ ≡ (2, 5, 4, 3, 5, 4)T

und

α1 = 25.1, α2 = 12.6, α3 = 12.6, α4 = 15.2, α5 = 10.1, α6 = 25.4

13 / 29Einführung TDS Hybride Systeme Stabilitätsanalyse Zusammenfassung

http://www.math.uni-bremen.de/zetem
http://www.uni-bremen.de


Zentrum für
Technomathematik

„Time-delay systems“ - Zusammenfassung

Modellierung kontinuierlich
Berücksichtigung von Transportzeiten/-wegen
Implementierung von Selbststeuerung
Veränderbar in der Komplexität
Mathematische Theorie für die Stabilitätsanalyse gekoppelter
Systeme (noch nicht) vorhanden

Weiterer Ansatz: Selbstanpassende Produktionsrate:

f̃i (xi (t − τi )) := αi (1− exp(− min
t−τi≤s≤t

|xi (s)|)), i = 1, . . . , 6,
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Hybride Systeme - Motivationsbeispiel

Materialfluss in einem Werk ist kontinuierlich.

t0

x(0)

x(t)

x
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Hybride Systeme - Motivationsbeispiel

Zu einer bestimmten Zeit kommt ein LKW und holt das fertige Material
ab. Im Lager passiert einen Sprung.

t0

x(0)

x(t)

x

15 / 29Einführung TDS Hybride Systeme Stabilitätsanalyse Zusammenfassung

http://www.math.uni-bremen.de/zetem
http://www.uni-bremen.de


Zentrum für
Technomathematik

Hybride Systeme - Motivationsbeispiel

Nach dem Sprung ist der Fluss wieder kontinuerlich.

t0

x(0)

x(t)

x
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Hybride Systeme - Motivationsbeispiel

Ein hybrides System ist ein dynamisches System, das kontinuierliches und
diskontinuierliches (Sprünge) Verhalten vereinigt.

t0

x(0)

x(t)

x
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Hybride Systeme

Zeitliche Änderung des Gesamtsystems:

Σi

{
ẋi = fi (x1, . . . , xn, ui ) = Zufluss − Abfluss, (x , u) ∈ C
x+
i = gi (x1, . . . , xn, ui ) = Sprung , (x , u) ∈ D

Σ



ẋ = f (x , u) =

 f1(x1, . . . , xn, u1)
...

fn(x1, . . . , xn, un)

 , (x , u) ∈ C

x+ = g(x , u) =

 g1(x1, . . . , xn, u1)
...

gn(x1, . . . , xn, un)

 , (x , u) ∈ D
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„Impulsive systems“

Σ



ẋ = f (x , u) =

 f1(x1, . . . , xn, u1)
...

fn(x1, . . . , xn, un)

 , t 6= tk , k ∈ N,

x = g(x−, u) =

 g1(x−1 , . . . , x
−
n , u1)

...
gn(x−1 , . . . , x

−
n , un)

 , t = tk , k ∈ N.

{t1, t2, t3, . . .} ist eine monoton steigende Folge von Sprungzeiten in
(t0,∞).
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„Impulsive systems“ - Modellierung
Eingangswarenlager xi und Ausgangswarenlager yi

Warteschlangenmethode
Die Waren werden zu dem Standort geliefert, in denen das
Eingangslager geringer ist.

Die Kapazität vom LKW ist 40.{
x2(t) = x−2 (t) + min{y−1 (t − 2), 40},
x3(t) = x−3 (t),

t = tk , x−2 (t − 2) ≤ x−3 (t − 2),{
x2(t) = x−2 (t),
x3(t) = x−3 (t) + min{y−1 (t − 2), 40},

t = tk , x−2 (t − 2) > x−3 (t − 2).
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„Impulsive systems“ - Modellierung

Kontinuierliche Dynamik:
ẋ1 = −f̃1(x1) + u,
ẋi = −f̃i (xi ), i = 2, . . . , 6, t 6= 4k, 4k + 2
ẏi = f̃i (xi ), i = 1, . . . , 6.

Sprünge (Diskontinuierliche Dynamik):
yi (t̄) = y−i (t̄)−min{y−i (t̄), 40}, t̄ = 4k, i = 1, . . . , 6,
t = 4k + 2 :

x2(t) = x−2 (t) + min{y−1 (t̄), 40}, x−2 (t̄) ≤ x−3 (t̄),

x3(t) = x−3 (t) + min{y−1 (t̄), 40}, x−2 (t̄) > x−3 (t̄),

x4(t) = x−4 (t) + min{y−2 (t̄), 40}+ min{y−3 (t̄), 40}, x−4 (t̄) ≤ x−5 (t̄),

x5(t) = x−5 (t) + min{y−2 (t̄), 40}+ min{y−3 (t̄), 40}, x−4 (t̄) > x−5 (t̄),

x6(t) = x−6 (t) + min{y−4 (t̄), 40}+ min{y−5 (t̄), 40},
x1(t) = x−1 (t) + min{y−6 (t̄), 40},
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„Impulsive systems“ - Simulation

Wir wählen als Eingang u = 10(sin(t) + 1),

Anfangswerte x0
i = 10, y0

i = 10, i = 1, . . . , 6

und als maximale Produktionsraten:

α1 = 11,
α2 = 7,
α3 = 3.5,
α4 = 7.5,
α5 = 4,
α6 = 11.6.
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Simulation - Eingangszustände
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Simulation - Ausgangszustände
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Hybride Systeme - Zusammenfassung

Implementierung von Selbststeuerung

Berücksichtigung von Sprüngen in den Zuständen

Berücksichtigung der (verschiedenen) Transportzeiten

Berücksichtigung verschiedener Sprungbedingungen

Mathematische Theorie für die Stabilitätsanalyse gekoppelter
Systeme (noch nicht) vorhanden
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Stabilitätsanalyse

Instabilität verursacht negatives Verhalten, zum Beispiel
hohe Lagerkosten
große Anzahl von unerfüllten Aufträgen
Verlust von Kunden

Stabilitätsanalyse:
Werkzeug: Lyapunov-Funktionen
Rückschluss auf das Systemverhalten
Herleitung von Parametern, um Stabilität mathematisch zu
garantieren
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Stabilitätsanalyse - ISS
Definition
Wir nennen das System (1) „input-to-state“ stabil (ISS), falls γ ∈ K∞ und
β ∈ KL existieren, so dass für alle Anfangswerte x0 und alle Eingänge u(t) gilt:

‖x (t, x0, u)‖ ≤ max
{
β (‖x0‖ , t) , γ

(
‖u‖∞

)}
, ∀ t ∈ R+

β(|x(0)|, t)

γ(‖u‖∞)

t0

|x(0)| |x(t)|

x
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Stabilitätsanalyse - Lyapunov Funktionen

Definition
Eine lokal Lipschitzstetige Funktion Vi : RNi → R+ wird ISS Lyapunov
Funktion des i-ten Teilsystems von (1) genannt, falls Vi folgende zwei
Bedingungen erfüllt:
1.) Es existieren Funktionen ψ1i , ψ2i ∈ K∞, so dass

ψ1i (‖xi‖) ≤ Vi (xi ) ≤ ψ2i (‖xi‖) , ∀ xi ∈ RNi

2.) Es existieren Funktionen χi , χij ∈ K∞ und µi ∈ P, so dass

Vi (xi ) ≥ χi (‖ui‖) +
n∑

j=1

χij(Vj(xj))

⇒ V̇i (xi ) = ∇Vi (xi ) · fi (x1, . . . , xn, ui ) ≤ −µi (Vi (xi )) , fast überall

für alle xi ∈ RNi , ui ∈ RMi .
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Stabilitätsanalyse - Lyapunov Funktionen

Γ := (χij)
n
i,j=1, χij ≡ 0 definiert einen monotonen Operator durch

Γ(s) =

 n∑
j=1

χ1j(sj), . . . ,
n∑

j=1

χnj(sj)

T

, s ∈ Rn
+.

Theorem
Falls jedes Teilsystem von (1) eine ISS Lyapunov-Funktion besitzt und die
Bedingung Γ ◦D(s) 6≥ s, s ∈ Rn

+, s 6= 0, D := diag((Id + νi )), νi ∈ K∞
erfüllt ist, dann ist das Gesamtsystem (1) ISS.

⇒ Bedingungen an die maximalen Produktionsraten
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Zusammenfassung und Ausblick
Zusammenfassung:

Verschiedene Modellierungsansätze
Modellierung von Transportzeiten
Implementierung von Selbststeuerung
Stabilitätsanalysen möglich
Auswirkung von QLE auf Systemverhalten/Stabilität

Ausblick:
Berücksichtigung von unterschiedliche Transportzeiten
Berücksichtigung von Störungen auf Transportwegen
Berücksichtigung von Maschinenausfällen/Standortausfällen
Auswirkung auf Stabilität
Bestimmung der optimalen Ladungskapazität/Anzahl
LKW/Fahrintervalle
Modellreduktion → Auswirkung auf Stabilität
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